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- ANR Digital-Snow

Application a la conjecture de Kelvin : Trouver des pavages de R® par
des cellules de volume identique et de surface minimale.

ANR Geometrya

Reconstruction de surfaces a partir de coupes : application aux
données d’'IRM.
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- Projet CNRS Nanophase

Modélisation de la croissance de nanofils de type VLS

- ANR BEEP

Flot de diffusion de surface et application au dé-mouillage de
structures fines



- ANR- Geometrya, Stoiques, Pepr EDP-AI

Approximation du probléeme de Steiner et de Plateau
: ’i,.‘\ :E ﬁ

- Introduction des méthodes de champ de phase comme outils
théorique et numérique tres performant pour I'approximation
d’'évolution d'interface orientée

Objectif de I'exposé :

- Exemple de limites dans le cas de diffusion de surface

- Exemple de limites dans le cas de surface non orientée
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Exemple d'énergies géométriques simples
- Volume et périmetre

V(Q):/ldx and P(Q):/ 1dH" .
Q o0

- Dérivée de forme (au sens de Hadamard)

JQ)0) = tim 20+ D) — J@)

e—0 €

ot1 6 : R? — RY est un champ de déformation "régulier”

o (1+0)Q



6/38
Dérivée de forme et courbure moyenne

- Quantités géométriques : normale et courbure moyenne

n = Vdist(x,Q) et H=div(n)

- Dérivée de forme

V'(Q)(0) = / 0-ndH"' et

- Gradient de forme

VV(Q)=n et VP(Q)=Hn
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Mouvement par courbure moyenne t — €(t)

- Flot de gradient L? du périmetre : loi d’évolution

Vo=H
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Quelques propriétés du mouvement par courbure moyenne
t — Q(t)

- Existence locale pour un ensemble initial convexe. L'ensemble Q(t)
reste convexe, converge vers un point et devient asymptotiquement
sphérique

- En dimension 2, existence locale pour des courbes fermées régulieres.
L'ensemble Q(t) devient convexe en un temps fini, converge vers un
point et devient asymptotiquement sphérique

- En dimension n > 2 : singularités en temps fini

- Principe d'inclusion

Q1(0) € 22(0) alors Q1(t) C Q(t), Vte [0, T]
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Discrétisation numérique du flot t — Q(t)

Méthode paramétrique : I' = {X(s) = (x(s), y(s)) }se[o,2n]

- Equation d'évolution

1 Xs>
Xe=— 2=
' IXs|<IXs| s

Changement topologie ?

Méthode level set : ['(t) = {x; ¢(x,t) =0}
- Equation d'Hamilton Jacobi

Vo ‘
0o = (@Il = dv (5 ) 19l 1

Discrétisation numérique ?
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Principe des méthodes de champ de phase

Approximation des énergies géométriques J

- Approximation au sens de la [-convergence

Soit (X, d) un espace métrique, et soit J. : X — R une famille de
fonctions. On dit que J- [-converge dans X vers J: X — R si :

I lim inf : Vu. — u dans X, lim i(r)n‘Jg(us) > J(u)
e—
[ lim sup : du. — v dans X tel que  limsup J-(u:) < J(u)
e—0

- Convergence des suites minimisantes

Si J. : X — R I-converge vers J: X — R et si J. est équi-coercive,
alors J est coercive et atteint son minimum sur X. De plus,

umei)rg{J(u)} = lim inf {J:(v)}

e—=0ueX
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Quel choix de topologie ?

- Définition de la variation totale |Du| dans [}(R) :

|Du|(Rd) = sup {/d u div(p) dx; ¢ € Cg(]Rd,Rd) et ||¢]loo < 1}
R

- Siu=xq
P(Q):/ 1dH? ™ = |Dxql(RY)
o2

Périmétre généralisé (au sens de Caccioppoli) dans L1(RY),

P(u) := {‘DUKRd) S
+00 sinon

Semi-continuité inférieure de P pour la topologie L1(RY).



Approximation du périmetre

- Energie de Cahn-Hilliard

P.(u) = /Rd <5W2”‘2 + iW(U)> dx

ol W(s) = 1s%(1 —s)2.

-convergence de P. vers ¢, P

avec cyy = fol V2W(s)ds
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[-lim inf

Soit (ug)e telle que liminf P.(u) < oo. ]

- Comme le potentiel W s’annule en {0,1}, et que [ W(u:)dx — 0,
on en déduit que
Ue = U= XQ

- Avec a2 + b? > 2ab, on vérifie que

i) > [ 1Vulv/2W(aa = [ 1Do(udlax
ol ¢(s) = [, V2W(s)ds

- Semu continuité inférieure de la variation totale

I|m/D¢ Ue ]>/|D¢ xa)l = ¢(1)P(xa) = cwP(xa)
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[-lim sup

Soit u = xq avec £ régulier. L'objectif est d'expliciter une suite u. telle
u. — u dans L}(RY) et limsup,__o P.(u) < P(Q). ’

- Profil de champ de phase 1D

a= agmin { [ (316 + Wr(s) ) ds  3(-00) = 19(0) = 1/2.5(00) =0

1
YEH, (R)

- Candidat possible

0(x) = g <dist(x, Q))

€
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- Formule de la co-aire :

/Qu(x)\V(;ﬂdx = /R </¢>—1(s) u(x)d?-[n1> ds

- Application avec ¢ = dist(x,Q) = d (ou |Vd| = 1), on déduit que

Py = 2 [ (YL Do) o

_ / " g(es) ["7(25”2 + W(q(s))} ds

—00

avec g(S) = ‘DX{dist(x,Q)gs }’
- La régularité de g implique que g(es) — g(0) = P(Q).
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Principe de la méthode de champ de phase

Flot géométrique d’une interface.

SellO)o] ¢

Approximation :
- Energie de Cahn-Hilliard :

P:(u) = /Q <;|Vu|2 - iW(u)) dx.

- Equation d'Allen-Cahn :

1
Orue = Auz — S W' (u.).

EEEE
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Un outil théorique et numérique trés performant

Erreur d’approximation du modeéle :

dist(I(t),[<(t)) ~ 2
- équation tres simple a discrétiser :

n+1 n
u —u 1
B e n+1 (. n

T—Aua _?W(ue).

- Approche pouvant étre étendue a de nombreux contextes :
contraintes de volume, zones d'inclusion-exclusion, cadre multiphase,
approximation de flots géométriques variés (courbure anisotrope,
Willmore, diffusion de surface, etc.)

- Outils d’analyse : calcul des variations, -convergence,
développement asymptotique, analyse numérique



Démouillage ou mouillage d'une structure mince sur une
structure solide rugueuse
Vapeur I'(t)

Liquide
Q)

Solide

- Flot de gradient H~! du périmétre P
V,=ArH

- Loi de Young

osy — 015§
)= ——
(0) p

Cos
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Approximation et équation de Cahn Hilliard

Energie de Cahn Hilliard

P.(u) = /Q <Z|Vu|2 + ivv(u)> dx.

Flot de gradient H~! de P.

atu = AIM
W= fAu+6i2W’(u)

Modele limite : flot de Mullins-Sekerka

Av =0, on Q\ 0Q

V,=1[V, h
[ y]i where {V:HonaQ

- Propriétés physiques de la solution ?
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Ajout de mobilité

- Equation de Cahn Hilliard avec mobilité dégénérée
Oru = div(M(u)Vpu), avec
po =-Au+5W(u)

- Existence de solution faible dans [0, 1] . Unicité?

- Convergence vers le flot de diffusion de surface avec
M(s) = 36 s?(1 — s?).



Ordre de convergence du modele

- Développement asymptotique quand ¢ — 0

us(x,t) =gq <d(X’€Q(t)> + O(¢)
V. = Ar(t)H(t) + O(e)

- Comparaison des modéles de Cahn-Hilliard

EEEE
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Application pour le probleme de démouillage

- Evolution de structures fines

- Perte de volume observée en O(¢)!
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Correction du modéle

- Equation de Cahn Hilliard avec double mobilités dégénérées

Oty = N(u)div(M(u)V (N(u)p))
p o =Au— E%W’(u)

- Modele d'approximation d'ordre 2 avec M(s) = s?(1 — s)? and

N(s) = 1//M(s).
@ [~
T T e
- Existence de solution 7 [Cherfils, Miranville, 2023]

Approximation of surface diffusion flow : a second order variational Cahn—Hilliard model with degenerate mobilities, E
Bretin, S. Masnou, A. Sengers, G. Terii, M3AS, 2022.
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Discrétisation numérique

Cas de I'équation de Cahn-Hilliard sans mobilité

3tu = A/,L
po =—=Du+ 5W(u)=1VP.(u)

Une approche spectrale-Fourier de type convexe-concave

(un+1 _ un)/(st_ — AMnJrl
pntl — (—Au’”‘:l + E%u"“‘l) + (E%(W’(u”) — au”)),

Stabilité énergétique inconditionnelle
PE(U”H) < P.(u")
- Traitement de la mobilité?

(u"™ — u") /6, = div (I\/I(u”)V;L”H)



25/38
Traitement numérique des termes de mobilités
- Splitting d’opérateur appliqué a la mobilité :
div(M(u™)Vu) = mAp —div((m— M(u"))V )
- Flot de gradient J~! d’une fonction convexe E

ug = —VJ(M) =—L"Lp= —Ll*LLU, + Ly Lop
w = VE(u),

where J(11) = 3Ll = 3| Lapl2 — ) Lope]?
- Approche numérique de type concave-convexe
(Un+1 — u”)/ét = —Ll*Ll,LLn—H + LQ*LQ/L",
Mn—i—l — VE(Un+1),

Efficace en pratique, mais la décroissance de E n’est pas garantie au
cours de itérations.
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Approche dite SAV de la mobilité

- Variable scalaire auxiliaire r = /(1) = /5| Lop?

up = —LiLip+ mLz*Lzu,
re = 2m<Lzu Lope)
po = VE(u),

- Discrétisation temporelle

un+;t_un o _Ll*Llun—}—l + ﬁL2*L2Mna
n+l _ ,n _ Lou™ L n+l _ . .n .
r r 2\/m< o, Lo ©"))
prt = VEW),

- Stabilité énergétique (E(u"™t) < E(u")).



Application au mouillage :

- Diffusion de surface

1
Vij

Vij = o Ar; Hjj
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un probléme multiphase

Ivi

Qv (t) .
Qr(t)

Tis Tvs

Qs(t)
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Influence de I'angle de contact solide/liquide

ovs =17, os =ov =1

os=oys =0y =1

A multiphase Cahn—Hilliard system with mobilities for the simulation of wetting, E. Bretin, R. Denis, S. Masnou, A. Sengers,
G. Terii, M2AN 2023.
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Cas de surfaces non orientables, singulieres ou de
co-dimension supérieure a 1

Probleme de Steiner : Trouver un ensemble compact, connexe K de
longueur minimale qui contienne tous les points donnés x; € R9.

Probléeme de Plateau : Déterminer une surface d'aire minimale dont le
bord est une courbe donnée I C R3.




Modele de champ de phase pour le probleme de Steiner

Energie de Cahn-Hilliard + terme de contraintes géodésiques

N
1 1
FE(U):/QE‘VUF—FE( )\72 U Xo,X,)

EmEE

Difficultés : Analyse théorique du modele, régularité des solutions,
extension en dimension 3.
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Flot géométrique et interfaces non orientées

Le modele d’Allen-Cahn permet d'approcher facilement le flot d'une
interface orientée.

Il n’existe en revanche aucun modele de champ de phase pour

approcher |'évolution d'une interface lorsque sa représentation n’est pas
orientée !
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Apprentissage du flot a I'aide d'un réseau de neurones

These de G. Terii, avec R. Denis et S. Masnou
- Objectif du réseau : effectuer un seul pas de temps
un+1 — Sé\IN[Un]

- Approche : définir une architecture de réseau inspirée des schémas
numériques classiques pour I'équation d’Allen-Cahn.

- Données d’entrainement : évolutions connues de flots géométriques
simples (cercle, sphére, cylindre).
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Structure de réseaux

Réseaux d’ordre 1 et 2 : Combinaison de neurones de diffusion D et
de neurones de réaction R

) . . Ul j
SHN: 3 @< SR

N, ,/

Neurone de diffusion : noyau de convolution K
Neurone de réaction : perceptron multicouche 1D

DR kernel

Input Layer € R* Hidden Layer € &# Hidden Layer € ¥ Qutput Layer € Rt



- Le premier réseau 56')\'1'\' n’arrive pas a déplacer l'interface

- Le second réseau 592 réussit a reproduire la loi d"évolution

- Excellente capacité de généralisation de SN pour approcher des

évolutions avec points tr|p|es!
l O B
| OO B

34/38



35/38
Que peut-on apprendre de ces réseaux ?

- ANR Stoiques, PEPR EDP Al

- Impossibilité d'entrainer un réseau d’'ordre 1 SN

SR
Il n’existe pas de modéle de champ phase de la forme
ur = Du+ R(u)

- Entrainement possible d'un réseau d'ordre 2 SN

S @ D&
.,

Existence d’un modéle d’approximation de la forme

ug = D1U + Rl(u) + R2(D2U)
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Identification d'un nouveau modele de champ de phase

- Un modele de type Willmore-Cahn Hilliard

[l .1 1 1, .\’
Sg(u)—/52|Vu| —FSF(u)dx—i-Ug/28 (eAu 8F(u)> dx

avec un potentiel F non lisse (zéro double en s = 0 et obstacle en
s=1/4)

EEEE




Application au probleme de Plateau

These de E. Machefert avec A. Lemenant et M. Bonnivard

- Utilisation d'une distance géodésique entre lacets

D(u,m70) = inf/ ufdH?,
(fo,1])

Y172

Be <

- Modele de champ de phase qui couple I'énergie de

Cahn-Hilliard-Willmore avec ce terme de distance géodésique.
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Apport des réseaux de neurones

- Nouvel outil de modélisation mathématique :
Identification des lois d'anisotropie pour les modeles de croissance
cristalline, identification des lois de mobilité dans des problemes de
diffusion de surface...

- Nouvel outil de calcul scientifique :
Accélération de la résolution de modeles pour les flots de Willmore,
développement de schémas numériques efficaces pour des opérateurs
de diffusion anisotrope...
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