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Introduction

» Recherche de matériaux composites et composants plus performants = Optimisation de forme

» Besoin de dérivées de forme : différentes formulations possibles mais erreurs de discrétisations
variéees

» Etude des erreurs de discrétisations de fonctionnelles de forme dépendant du gradient de la solution
primale Vg J(Vug) (problemes de flux, contraintes mécaniques ...)

» Développement d’'une nouvelle formulation de la dérivée de forme surfacique basée sur les méethodes
de décomposition Mortar

« Par experimentation numerique : les dérivees volumique et Mortar sont suffisamment robustes pour
résoudre m&n](VuQ) en optimisation structurelle
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Qu’est-ce que Poptimisation de forme ?

Forme initiale Forme optimale trouvée
| L'optimisation de forme est un ensemble de méthodes permettant de
o L trouver la meilleure « forme » a donner a un objet pour qu’elle puisse
Oprimisation ""‘”‘/ remplir ses fonctions. [Allaire 2007]
Forme et topologie fixes

optimisation géométr On y distingue 3 classes : I'optimisation paramétrique,
Imisation géométrique - - - ” - . - . . .
@ I'optimisation géomeétrique et I'optimisation topologique.

Optimisation Topologie fixe, forme change

topologique

Certaines de ces méthodes utilisent des dérivées de forme :

QQQ N -la méthode de variations de frontieres en optimisation
geometrique

Topologie et forme changent - les méthodes des lignes de niveaux en optimisation
Fig. 1 : lllustration des différentes classes topologique

d’optimisation de forme
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Définition de Ia dérivée de forme

« On souhaite minimiser J(Q).

- Soit la transformation suivante :

O+l — qﬁ(”)(ﬂ(”)) = (Id + g(ﬂ))(g(ﬂ-))_

H(Ejﬂ -~

On définit la dérivée de forme de J en Q selon : Fig. 2 : Exemple de la variation d’un
domaine Q par une fonction de

J(Q + Jtﬁ(ﬂ)) B J(Q) déformation © [Dapogny 2013]

(VaJ(£),6) = lim 5

- Selon le théoréme d’Hadamard-Zolésio, celle-ci peut s’exprimer avec une formulation surfacique :

(Vad(2),0) = /m g(6-n)dS.

- On peut intégrer par partie la formule précédente pour obtenir une formulation volumique :

(Vo 6) = /ﬂ £(0)dz
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Derivées de forme volumique et surfaciques

- Lesformules théoriques des dérivées volumique et surfaciques sont équivalentes mais leurs
discrétisations ne le sont pas [Hiptmair et al. 2014]

Dérivée volumique Dérivées surfacigues
Avantages Désavantages Avantages Désavantages
 Robuste [Hiptmair |+ Expression ardue |+ Expression simple |+ En général, faibles
et al. 2014] « S’exprime sur a obtenir propriétés de
I'ensemble du « S’exprime convergence [Klein
volume uniguement sur les et al. 2022]
interfaces

- Plusieurs formulations et discrétisations possibles pour la formulation surfacique (cf. [Gong et al. 2021])

« Trouver des formulations surfaciques plus robustes ?
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Dérivées de forme par les méthodes Mortar

- Les méthodes Mortar sont des méthodes de décomposition de maillage dans lesquelles la continuité
de la solution des EDPs est assurée au bord et aux interfaces est assurée par l'introduction de
multiplicateurs de Lagrange.

Fig. 3 : lllustration de la décomposition Mortar [Dornisch et al. 2021]

« Quelintérét ?
- Au niveau des interfaces/bord : probleme de régularité du gradient =» faibles propriétés de
convergence de la dérivée surfacique « classique » [Gong et al. 2021]

« Introduction de multiplicateurs de Lagrange = dérivée surfacique plus robuste
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Travaux antérieurs

- R. Hiptmair, A. Paganini, et S. Sargheini : étude de I’erreur de discrétisation en norme H'(Q) de
VoJ(ug) ou ug solution d’'une EDP elliptique linéaire dans Q [Hiptmair et al. 2014]

- Dérivée de forme volumique : erreur en 0(h?) , h plus grand diamétre des éléments
- Dérivée surfacique : 0(h) pour Dirichlet et 0(h?) pour Neumann

- Exemples d’application : |
- Compliance (élasticité linéaire) m——————p- ﬂ
- Température (thermique) [Allaire 2007, p. 195-199]
- Meécanique des fluides [Dapogny et al. 2018]
- Etc.

Fig. 4 : Evolution des formes d’une console en minimisant la compliance
par la méthode des lignes de niveaux (jaune : matiere, vert : vide)
[Dapogny 2013]

« On étend ces travaux au cas J(Vug) (utile pour les problemes de minimisation de flux ou de
contraintes mécaniques)
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Comparaison numerique de difféerentes formulations
des derivées de forme : cas regulier

Pour les dérivées volumique et Mortar, sous conditions de régularité du domaine, on a montré que leurs
convergences étaient en 0(h?).

« Soit ug unique solution de « —Au 4+ u = f » avec conditions de Dirichlet.
»+ PourJ(Q) = [,0x,uq dx :
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Comparaison numerique de difféerentes formulations
des derivées de forme : cas regulier

« Soit ug unique solution de « —Au 4+ u = f » avec conditions de Dirichlet.

+ Pour J(Q) = [, 0y, uq dx :

Irregular polygon

1,00E+00

1,00E-01
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Comparaison numerique de difféerentes formulations
des dérivées de forme : avec conditions de Neumann

« Soit ug unique solution de « —Au + u = f » avec conditions de Neumann.

+ Pour J(Q) = [, 0y, uq dx :

Irregular polygon

1,00E+00
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Comparaison numerique de difféerentes formulations
des derivées de forme : cas irréegulier

«  Soit ug unique solution de « —Au + u = f » avec conditions de Dirichlet.

« Pour J(Q) = [, 0y ug dx :

1,00E+00

1,00€-01

. Distributed

1,00E-02
——ea—— (Classic boundary

& 1,00E-03 : —a— Mortar

1,00€-04 ==l
h~(5/3)
+— Corrected boundary

Corrected boundary with lumping
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Comparaison numerique de difféerentes formulations
des derivées de forme : cas irréegulier

«  Soit ug unique solution de « —Au + u = f » avec conditions de Dirichlet.

- PourJ(Q) = fﬂ(axlug)z dx :

Cracked hexagon

1,00E+00

1 00E-01
. Distributed

1,00E-02 - .
; —a— (C|assic boundary

= 1,00E-03 — - o) —e— Mortar

= . =nh
1,00E-04
h”(1.4)
1,00E-05 _
o— Corrected boundary
1,00E-06 Corrected boundary with lumping

0,001
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Comparaison numerique de difféerentes formulations
des derivées de forme : cas irréegulier

«  Soit ug unique solution de « —Au + u = f » avec conditions de Dirichlet.

« Pour J(Q) = [ (Vug)* dx

o Distributed
1,00E+00 -t (Classic boundary
1,00E-01
1,00E-02

—— NOrtar

-+ = |

1,00E-03

1,00E-04 h™5/3)

1,00E-05
1,00E-06

o Corrected boundary

indary with lumping
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Exemple : Minimisation des contraintes mécaniques
de résistances électriques FeCrAl-BeO

Fig. 6 : Evolution des formes au cours des itérations par meéthode de variations de frontieres munie d’'une dérivée volumique
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Conclusion

La dérivée volumique est suffisamment robuste pour résoudre mﬂin](VuQ)

Développement d’'une nouvelle formulation de la dérivée surfacique par les méthodes Mortar :
- Robuste pour des cas tests sans interfaces entre phases matérielles

Perspectives :
- Démonstration des erreurs des différentes formulations de Vq/(Vug)

- Conditions de différentiabilité de J(uq, Vug)

Fig. 7 : Evolution des formes au cours des itérations pour la dérivée volumique
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Calcul des erreurs de discreétisations numeériques

« On calcule les erreurs entre V, J et Vg, ], dans I'espace des polyndmes de degre k Pk(RN, IRN) ;

- - 1/2
. 2
o Vel f) = (Vadi.6)]

0£0€ Py (RN RN) HéHQ

- Pour ce faire, on introduit la base vectorielle suivante :

{éi}gzl = { [H 33?’5,0, ...,0] s eny [O,,"’O:fo{] }
= i=1 S Bi<k

ou n est un entier, §; > 0,etq=nC},, .

« Ainsi:

Y

= (wTK_lw) t/2

oot K = [(éi,éj)ﬂl(ﬂ):lq c R34 et w = [(VQJj éz) — (VQJh,éiﬂf:l .

i k=1
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Comment obtenir les dérivées de forme volumique et
surfacique « classique » ? (Partie 1)

J(Q) — /;lj(vuﬂ)dm; — L[K?ﬂ-?ﬂ—l—uﬁ}dmz/I;fﬂdﬂ':+[rhr PudS, < > {I(ELH?’E}:) — b(ﬂ,'ﬁ)

K

Y Lagrangien : somme de J et de 'EDP
L(Q,u,u™) =/ J(Vu)dz + a(Q,u,u™) — b(2, u™).
Q

Changement de variables

Dérivation de J par 8 (VaJ(€2), / ( -(Ve© ‘?HJ)
L(p,u,u”) :/ j(V¥u) det(VM — 2 \OVu.

. — -I—/J (Vu) - Vogudx |+ /j(?u)(?ﬁ)dm.
-I-f (kVPu - Vfu* + uu”) det(Vp)dx f L

Q
_/ fu* det(Ve)dx Y Définition adjoint ug

Q
— [ wut|det Vgl |(Ve) ™) nl,x dS. t’l(ﬂ / ?fu - Viu“der.

I'n
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Comment obtenir les dérivées de forme volumique et
surfacique « classique » ? (Partie 2)

L(p,u,u”) z/Qj(V“"u)det(Vga)dx Py
(Vad(Q),0) = —/ ( J -(wfvu)) dx
o \OVu a(,a",u") = —/j’(Vu%Vﬁ*dm.
0

+/ (kV¥fu - V¥u™ +uu®) det(Vy)dx
Q

—/qu* det(Vp)dx + / 3 (Vu) - V.{’)‘gud:r—kf F(Vu)(V - 0)dx.
Q 0

Yu* |det Vo |((V<p)_1)Tn|RN ds.

ok
Dérivée volumigue Dérivée surfacique « classique »
Z > [j(Vug)] (6 -n)dS

(VaJ(Q

(VoL,(9).6) =7
i=0 jeM (i) 1
Q
(2 e —ZZ[HVHQ (V) 1] d5
v -(V9 VUQ) dx 0 jem
O v Integratlon par partles .
‘l‘/g;(fi';VUQ‘VUE + uqus) V - O0dx Z Z / [(kVugq - Vug, + uqugy, — fug] (9 n)dsS
i=0 je M (i
—f K (Vug - VT Vug, + V0T Vug - Vug,) do m Dug, P
. ZZ/[(BV) (GVQ)UQ)]dS
/ua(fV-BJer-G)dx = on on
Q
—I—/ (t?n) (ug,On + Kbug,) dS
Ty

—f (VY - O)ug, + hus(V -0 — VOn -n)) dS.
I'nv

Comparaison des erreurs de discrétisations numeriques de différentes formulations des dérivees de forme de fonctionnelles 05/06/2025 23

dépendant du gradient — SMAI 2025, 05/06/2025




